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RESUMEN

El objetivo de este artículo es el de presentar cuatro definiciones de la variable
aleatoria real logística generalizada equivalentes, basándonos en variables aleatorias
reales continuas.

La primera se contempla en (1, 2) y está basada en la Ley de Gumbel. La idea de
la segunda está recogida en (3, 4) y basada en la Ley Rectangular. La tercera y la
cuarta definición están basadas en la variable aleatoria real de Weibull y en la variable
aleatoria real de Laplace-Gauss, respectivamente. A partir de las tres últimas defini-
ciones de la variable aleatoria logística generalizadas deduciremos sus densidades.

INTRODUCCIÓN

La presentación de cuatro definiciones para la variable aleatoria real logística
generalizada no ha sido puro capricho, sino debido a que dicha variable constituye
—en sí misma— una herramienta de gran interés, dadas sus aplicaciones no sólo en
la ingeniería de la demanda (penetración en el mercado de un nuevo producto), sino
también en las ciencias de la naturaleza (crecimiento de población, aumento de peso
en animales). Mientras que las tres primeras definiciones son DIRECTAS, la cuarta
es GENERAL ya que, de ella, se deducen tanto variable aleatoria real logística gene-
ralizada como la variable aleatoria real Z de Fisher. Hemos de indicar que, en cuanto
concierne a la definición convencional —ya establecida desde hace tiempo— tan sólo
hemos encontrado la deducción de la densidad de la variable aleatoria real logística
en (1, 2, 5) y de la variable aleatoria real logística generalizada en (1, 2).

Las tres nuevas definiciones que proponemos de la variable aleatoria real logística
generalizada están basadas en la variable aleatoria real Rectangular (3, 4), variable alea-
toria real de Weibull (6, 7, 8, 9) y, en la variable aleatoria real de Laplace-Gauss (6).
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En última instancia, indicamos que para la realización de este artículo hemos
utilizado la función indicadora para expresar la densidad de las variables aleatorias
reales, salvo en el caso en el que el dominio de variación es R.

A título informativo apuntamos la creciente utilización de dicha notación (1, 2, 5,
6, 7, 10, 11, 12).

Una definición —relativamente reciente— didáctica de la función indicadora se
encuentra en (12).

DEFINICIONES DE LA VARIABLE ALEATORIA LOGÍSTICA
GENERALIZADA

Primera definición

La primera definición está contemplada y deducida su densidad en (1, 2). Por
consiguiente, nos limitamos a exponer su definición y su densidad.

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la Ley de
Gumbel (13, 14)

X ´ Gum (0,1) Y ´ Gum (0,1)

de densidades

fX (x) = e (x – e x) x ∈  R

fY (y) = e (y – e y) y ∈  R

La variable aleatoria real logística generalizada la definimos de la siguiente
manera

Lg = α + β ( X – Y )      (α ∈  R, β > 0)

La densidad de la variable aleatoria real logística generalizada es:
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Observación de interés

Las densidades de las variables aleatorias reales Logística, Cauchy (0,1) y Lapla-
ce-Gauss (0,1) son simétricas respecto al origen y se verifica

!1 – FL (l)" > !1 – FC(0,1) (x)" > !1 – FLG(0,1) (y)" , l=x=y

Cuando l=x=y=1:

1 – FL (1) = 0,26894    1 – FC(0,1) (1) = 0,25000    1 – FLG(0,1) (1) = 0,15866

Segunda definición

Mientras que la primera definición se encuentra en (1, 2), la idea de la segunda
definición surge de la lectura de los libros de Degrave (3) y Lapresté (4). Por consi-
guiente, dado que no se contempla íntegramente su definición y su densidad en nin-
gúno de los libros consultados procederemos a ello.

Sea X una variable aleatoria real que sigue la Ley Rectangular

X ´ U !– 1,1"
de densidad

La variable aleatoria real logística generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera:

Demostración de la densidad
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Por lo tanto,

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado

Tercera definición

Así como la primera definición se encuentra íntegramente en (1, 2), la segunda
surge de la lectura de los libros (3, 4), la tercera no se contempla, al menos, en la
bibliografía utilizada para la realización de este artículo.

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la

Ley de Weibull (0, θ,1) (6, 7, 8, 9)

de densidades:

La variable aleatoria real logística generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera,
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Demostraremos que su densidad es:

Demostración

La demostración la realizaremos en dos pasos.

Primer paso

Deducción de la siguiente expresión,

donde,

como mostramos a continuación:

X
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Por consiguiente,

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado,

2. Dedución de la densidad de

V1

Para proceder a la deducción de la densidad de

V1

haremos uso del:

• Teorema fundamental de transformación de vectores aleatorios.

• Método de la variable auxiliar.

Dado que, el tratamiento tanto de la transformación de vectores aleatorios como
del método de la variable auxiliar, se realiza, por un lado: con todo rigor (5) y por
otro, de forma didáctica pero sin pérdida de contenido matemático (16, 17) nos limi-
taremos a utilizarlos —convenientemente— para nuestro desarrollo, tal como mostra-
remos a continuación.

Partimos de dos variables aleatorias reales, siendo una de ellas una variable auxi-
liar. A efectos de cálculo se puede considerar como variable auxiliar.

V2 = Y  o bien V2 = X

Nosotros ulilizamos la primera opción

V2 = Y (variable auxiliar)
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Dado que el dominio de variación de X e Y es:

x ∈  R +     y ∈  R +

el de V1 y V2 es:

v1 ∈  R +  v2 ∈  R +

En nuestro caso concreto, la transformación inversa de

es

x = φ1 (v1,v2) = v1 v2

y = φ2 (v2) = v2

Dicha transformación inversa es biyectiva para todo

(x, y) ∈  R + x R +

y admite como Jacobiano

Haciendo uso del teorema fundamental asociado a la transformación de vectores
aleatorios, ya podemos transformar

f
X,Y

(x, y; θ) en gV1
, V2

 (v1, v2; θ)

En nuestro caso concreto, la expresión matemática que nos permite dicha trans-
formación es

Por consiguiente, la pareja de variables aleatorias reales

(V1, V2)

x
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tienen de densidad conjunta

Así pues, la densidad marginal de

V1

calculada de la siguiente manera

es

De lo que se deduce —fácilmente— la densidad de

Lg

Esta forma de expresar la densidad de la variable aleatoria real logística genera-
lizada se encuentra en (6, 14, 18).

Otra forma de expresar la densidad de la variable aleatoria real logística genera-
lizada es

Esta forma se encuentra en (1, 2, 13).
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Y, finalmente, otra forma de expresar la densidad de la variable aleatoria real
logística generalizada es

Esta forma se encuentra en (13, 14).

Cuarta definición

Esta definición tampoco está contenida en la bibliografía contenida en nuestro
artículo.

Sean Xj (j = l,...,n1) variables aleatorias reales
independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss de media 0

y desviación típica σ

Sean Yk (k = l,...,n2) variables aleatorias reales
independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss de media 0

y desviación típica σ

Las variables Xj (j = l,...,n1) e Yk (k = l,...,n2)
son independientes

Definimos una nueva variable aleatoria ℜ J
de la siguiente manera:

de densidad
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Observación

Cuando n1 = 2, n2 = 2 y θ = 1

la variable aleatoria ℜ J se convierte

en la variable aleatoria ℜ Lg:

Demostración

Sean S, W y R1 tres variables aleatorias reales
definidas de la siguiente manera

Partiendo de la definición de la función de distribución de J y operando, conve-
nientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado
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tal como mostramos a continuación

Por lo tanto,

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado,

Por consiguiente, para deducir la densidad de J es necesario conocer la densi-
dad de

Dado que para deducir la densidad de

R1

es necesario conocer las densidades de S y W, nos disponemos a deducir una de ellas,
ya que la otra es la misma.

Dedución de la densidad de S

Para la dedución de la densidad de S procedemos a la siguiente manera.
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Partiendo de la función de distribución de

S1

y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado

tal como mostramos a continuación

Por lo tanto,

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado

Por consiguiente,

2. Cálculo de la función característica de

S1

Partiendo de la defifición de función característica de

S1

y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado
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tal como mostramos a continuación

Ya que, la función subintegral es una función holomorfa, podemos resolver la
integral como si fuera una función real, aplicando el siguiente resultado

Así pues,

Por consiguiente,

3. Cálculo de la función característica de

S

Partiendo de la definición de función característica de

S

y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado
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tal como mostramos a continuación

Por lo tanto,

4. Cálculo de la densidad de S a partir de su función característica

Partiendo de la definición de función característica de

S

y teniendo en cuenta el siguiente resultado

se obtiene

La densidad de S se puede calcular de dos formas:

1. Haciendo uso de la variable compleja (Teorema de inversión).

2. Haciendo uso del siguiente resultado
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Obviamente nosotros utilizamos la segunda opción por considerarla más simple
que la primera.

La estrategia a seguir el la siguiente:

Si hacemos

la fórmula

se convierte en

Haciendo el cambio de variable

2σ2 x = s

y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado
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Actuando de la misma manera que hemos hecho con S, se deduce la densidad
de W.

Observación

Si σ = 1

5. Dedución de la densidad de

Para proceder a la dedución de la densidad de

haremos uso del:

• Teorema fundamental de transformación de vectores aleatorios.

• Método de la variable auxiliar.

Nos limitamos a utilizarlos, convenientemente, para nuestro desarrollo, tal como
mostramos a continuación.

Partimos de dos variables aleatorias reales, siendo una de ellas una variable au-
xiliar,
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Dado que el dominio de variación de S y W es:

s ∈  R +    y    w ∈  R +

el de R1 y R2 es:

r1 ∈  R +     y    r2 ∈  R +

En nuestro caso concreto, la transformación inversa de

es

s = φ1 (r1, r1) = r1r2

W = φ2 (r2) = r2

Dicha transformación inversa es biyectiva para todo

(S, W) ∈  R + x R +

y admite como Jacobiano

Dado que se verifican las condiciones del teorema asociado a la transformación
de vectores aleatorios podemos transformar

f
S,W

(s,w;σ) en f
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En nuestro caso concreto, dicha transformación se calcula haciendo uso de la
siguiente expresión:
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Por consiguiente, la densidad conjunta de

(R1, R2)

es

A partir de la densidad conjunta de

(R1, R2)

podemos calcular, sin dificultad, la densidad marginal de

R1

de la siguiente manera

Sustituyendo la densidad conjunta de

(R1, R2)

en la fórmula que nos permite calcular la densidad marginal de

R1

llegamos, sin dificultad, al siguiente resultado

Observación
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interviene el

σ

en la densidad marginal de

R1

no.

Finalmente, teniendo en cuenta el siguiente resultado

llegamos —sin dificultad— a la densidad de J

CONCLUSIÓN

Entre las cuatro definiciones que proponemos de la variable aleatoria real logística
generalizada, la cuarta es la más interesante puesto que, de la variable aleatoria real
J se deduce: no sólo la definición de la variable aleatoria real logística generalizada,
sino también la de la variable aleatoria real Z de Fisher. Por consiguiente, como
resultado del desarrollo de este artículo se desprenden cuatro definiciones equivalen-
tes para la variable aleatoria real logística generalizada.

Primera definición

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la Ley de
Gumbel

X ´ Gum (0,1)   Y ´ Gum (0,1)

de densidades

fX (x) = e (x–ex)      x ∈ R

fY (y) = e (y–ey)      y ∈ R

j
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j
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n
dF e

n
n

f j e
n dr
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La variable aleatoria real logística generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera

Lg = α + β (X – Y), (α ∈ R, β > 0)

Segunda definición

Sea X una variable aleatoria real que sigue la Ley Rectangular

X ´ U #– 1,1$
de densidad

La variable aleatoria real logística generalizada la definimos de la siguiente forma

Tercera definición

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la Ley de
Weibull

X ´ W (0,θ,1)      Y ´ W (0,θ,1)

de densidades

La variable aleatoria real logística generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera

g e

X
L R

X
1

log ( , 0)
1

+ = α + β α∈ β > − 

g e

X
L R

Y
log , ( , 0) = α + β α∈ β >  

Xf x
1

( )
2

=  [–1,1](x)ø

ø
x

Xf x e
1

( ; )
−

θθ =
θ R

x R*( ) ,+ +θ∈

ø
y

Yf y e
1

( ; )
−

θθ =
θ R

y R*( ) ,+ +θ∈
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Cuarta definición

Sean X1 y X2 dos variables aleatorias reales

independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss

X1 ´ LG (0,σ)     X2 ´ LG (0,σ)

de densidades

Sean Y1 e Y2 dos variables aleatorias reales

independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss

Y1 ´ LG (0,σ)     Y2 ´ LG (0,σ)

de densidades

(X1, X2) son independientes de (Y1, Y2)

La variable aleatoria real logística generalizada la definimos de la siguiente
manera

j

j
j
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